समाकलनों के अनुप्रयोग 





(Application of Integrals) 





+g» One should study Mathematics because it is only through Mathematics that 
nature can be conceived in harmonious form. - BIRKHOFF * 


8. भूमिका (Introduction) 


ज्यामिति में, हमने त्रिभुजों आयतों, समलंब चतुर्भुजो एवं वृत्तो {Shih 
सहित विभिन्न ज्यामितीय आकुतियों के क्षेत्रफल के परिकलन 
के लिए सूत्रों का अध्ययन किया है। वास्तविक जीवन की अनेक 
समस्याओं के लिए गणित के अनुप्रयोग में इस प्रकार के सूत्र मूल 
होते हैं। प्रारंभिक ज्यामिति के सूत्रों की सहायता से हम अनेक 
साधारण आकृतियों के क्षेत्रफल का परिकलन कर सकते है। 
यद्यपि ये सूत्र वक्रों द्वारा घिरे क्षेत्रफल के परिकलन के लिए 
अपर्याप्त हैं इसके लिए हमें समाकलन गणित की कुछ संकल्पनाओं 
को आवश्यकता होगी। 

पिछले अध्याय में हमने योगफल को सीमा के रूप में निश्चित £ 
समाकलनो का परिकलन करते समय वक्र ५ = / (%), कोटियों A.L. Cauchy 
५=,*= एवं >-अक्ष से घिरे क्षेत्रफल को ज्ञात करने का Brn 
अध्ययन किया है। इस अध्याय में हम साधारण वक्रों के अतर्गत, सरल रेखाओं एवं वृत्तों, परवलयों, 
तथा दीघवृत्तों (केवल मानक रूप) को चापों के बीच घिरे क्षेत्रफल को ज्ञात करने के लिए समाकलनों 
के एक विशिष्ट अनुप्रयोग का अध्ययन करेंगे। उपरोक्त वक्रों से घिरे क्षेत्रफल को भी ज्ञात करेंगे। 





8.2 साधारण वक्रों के अतर्गत क्षेत्रफल (Area Under Simple Curves) 


पिछले अध्याय में हमने, योगफल को सीमा के रूप में निश्चित समाकलन एवं कलन को आधारभूत 
प्रमेय का उपयोग करते हुए निश्चित समाकलन का परिकलन कैसे किया जाए, का अध्ययन किया 
है। अब हम वक्र  =/(2), «-अक्ष एवं कोटियाँ ४ = ८ तथा ५२७ से घिरे क्षेत्रफल को ज्ञात करने 
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की आसान एवं अंतर्ज्ञान से प्राप्त विधि की चर्चा करते ^ 
हैं। आकृति 8.] से हम वक्र के अंतर्गत क्षेत्रफल को 
बहुत सी पतली एवं उर्ध्वाधर बहुत सी पट्ट्यो से 
निर्मित मान सकते हैं। » उँचाई एवं ०5 चौडाई 
वाली एक स्वेच्छ पट्टी पर विचार कीजिए, इसमें १% 
(प्रारंभिक पट्टी का क्षेत्रफल) = ३४४, जहाँ ) = /(2) है। 





यह क्षेत्रफल प्रारंभिक क्षेत्रफल कहलाता है जो i i 
कि क्षेत्र के भीतर किसी स्वेच्छ स्थिति पर स्थापित ४ आकृति 8.7 
है एवं ० तथा के मध्य » के किसी मान से विनिर्दिष्ट है। वक्र ) = /(%), कोटियों + = ०, ४ = ७ 
एवं «-अक्ष से घिरे क्षेत्र के कुल क्षेत्रफल 4 को, क्षेत्र PRP में सभी पतली पटिटयों के क्षेत्रफलों 
के योगफल के परिणाम के रूप में देख सकते हैं। सांकेतिक 
भाषा में हम इसे इस प्रकार अभिव्यक्त करते हैं: 


A= | i dA = | ydx = | f(x) dx 


वक्र + = ४ 0), ५-अक्ष एवं रेखाएँ ) = ८, ५ = ० से धिरे क्षेत्र 
का क्षेत्रफल निम्नलिखित सूत्र द्वारा प्राप्त किया जाता है। 


A= | xdy= | g(y) dy 


यहाँ हम क्षैतिज पट्टियों पर विचार करते हैं जैसा कि 
आकृति 8.2 में दर्शाया गया है। 


टिप्पणी यदि चर्चित वक्र की स्थिति +-अक्ष के नीचे है, तो जैसा कि आकृति 8.3 में दर्शाया 
गया है, जहाँ = ८ से = ७ तक 
£) < 0 इसलिए दिए हुए वक्र, 
*-अक्ष एवं कोटियों +=, «= से 
घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ऋणात्मक हो 
जाता है, परंतु हम क्षेत्रफल के केवल 
संख्यात्मक मान को ही चर्चा करते 
हैं। इसलिए यदि क्षेत्रफल ऋणात्मक 
है तो हम इसके निरपेक्ष मान, अर्थात्‌ 


को लेते हैं। Y’ 





३” आकृति 8.2 





[ FG) a 





आकृति 8.3 
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सामान्यत: ऐसा हो सकता है कि वक्र का कुछ भाग +-अक्ष के ऊपर हे तथा कुछ भाग >-अक्ष के 
नीचे हे, जैसा कि आकृति 8.4 में दर्शाया गया है। यहाँ ^, < 0 तथा ७, >0 है, इसलिए वक्र 


» (0, >-अक्ष एवं कोटियों ५-८ तथा » = # से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल 4 सूत्र 4 = |4,|+ ^, 
द्वारा प्राप्त किया जाता है। 





बकरी 
Yy’ 
आकृति 8.4 

उदाहरण ॥ वृत्त +? + )?= ०° का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल आकृति 8.5 में दिए हुए वृत्त से घिरे हुए क्षेत्र का कुल क्षेत्रफल 
=4 (दिए हुए वक्र, «-अक्ष एबं कोटियों «= 0 तथा «= ८ से घिरे क्षेत्र ५08» का क्षेत्रफल) 
[क्योंकि वृत्त +-अक्ष एवं )-अक्ष दोनों के रे 
परित: सममित हे] 






B|(0, a) 


= 4| „ 34% (उर्ध्वाधर पटिटयाँ लेते हुए) 


= 4 | Ya? x? dx हि 
0 


Xx’ — 
क्योंकि १? + )? = ८? से =ॐ/° -2 प्राप्त होता है। 
जैसा कि क्षेत्र &08%« प्रथम चतुर्थांश में सम्मिलित है 


(4, 0) > 


इसलिए » को धनात्मक लिया जाता है। समाकलन करने 
पर दिए हुए वृत्त से घिरा क्षेत्रफल निम्नलिखित रूप में Y 
प्राप्त होता हैः आकृति 8.5 


2 i 2 
कि 4 + sn न _ ६0) ] वि | 


d 0 
2 Tt 
= | टन | Fr 
2, 2, 
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Y 
8 (0, a) 





विकल्पतः जैसा कि आकृति 8.6 में दर्शाया गया हे 
क्षैतिज पट्टियों की चर्चा करते हुए वृत्त द्वारा घिरे क्षेत्र का 
कुल क्षेत्रफल 


4 xdy ऱ्य 4[ ४-३ - 9 dy (क्यों?) 
2 
[3 +| गड 


2 
= 4 “0+ क] -- 0) 
2 i, 


d T 
= 4 =Tma’ 
आकृति 8.6 


, 0 
A) 


उदाहरण 2 दीर्घवृत्त -_ + का -] से घिरे क्षेत्र का 
(4) 
क्षेत्रफल का ज्ञात कीजिए। 
हल आकृति 8.7 में दीर्घवृत्त से धिरे क्षेत्र ABAB/4 का क्षेत्रफल 
दिए हुए वक्र, «-अक्ष, कोटियो «= 0,%=बद्वारा प्रथम चतुर्थांश में 

(चिरे क्षेत्र 4084 का क्षेत्रफल 

(क्योंकि दीर्घवृत्त «-अक्ष एवं -अक्ष दोनों के परितः सममित है) 

_ 4 | 24४ (उर्ध्वाधर पटूटियाँ लेतेहुए) 

0 


2 2 
b थाश में 
अब र + cE "से )=ॐ ठ ४८ - 2 प्राप्त होता है, परंतु क्षेत्र ५ (083 प्रथम चतुर्थांश में है 


इसलिए ) धनात्मक लिया जाता है, इसलिए अभीष्ट क्षेत्रफल 


Y 


— 4| 0) A —x°dx 
04 


2 d 
का 7 कम x र्जा ~ (क्यों?) 
2 2, a | 


d 


2 
य --><()----$&श॥ I|I-0 
a |N2 2 
49 a 


------ ~=} है। 
a 22 आकृति 8.7 
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विकल्पतः जैसा कि आकृति 8.8 में दर्शाया गया है क्षैतिज पट्टियों की चर्चा करते हुए दीर्घवृत्त 
का क्षेत्रफल 


_ अ MT JB? -y? 2 क्यों? 
= 4] xd = 4], ४? ५? च (क्यों?) 
46 | y Jb? -y? 2 97 I.) 
नव कर कि -y जysn FS 
b | 2 2 b |, 


2 
वड व | | 5 xX 0+ 0. sin | | — | 
b ®, 2 


4 2 I 
— “HE ठा क Tab है | 
७ 22 





8.2. एक वक्र एवं एक रेखा से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल (The area ofthe region bounded 
by a curve and a line) 

इस उपपरिच्छेद में, हम एक रेखा और एक वृत्त, एक रेखा और एक परवलय, तथा एक रेखा और एक 
दीर्घवृत्त से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात करेंगे उपरोक्त चर्तित वक्रों के समीकरण केवल प्रामाणिक रूप 
में ही अध्ययन किए जाएँगे क्योंकि अन्य रूपों वाले समीकरण का उपयोग इस पाठ्यपुस्तक के अध्ययन 
क्षेत्र से बाहर हैं। 


उदाहरण 3 वक्र » = 2 एवं रेखा = 4 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
हल क्योंकि दिए हुए समीकरण ५ = 2? द्वारा निरूपित वक्र »-अक्ष के परितः सममित एक परवलय 
है। इसलिए आकृति 8.9 से क्षेत्र A0B4 का अभीष्ट क्षेत्रफल निम्नलिखित रूप में प्राप्त होता हे: 
4 
2| १4 = 2 (दिए हुए वक्र, ५ -अक्ष एवं 
रेखाओं = 0 तथा =4 से घिरे 
क्षेत्र BOND का क्षेत्रफल) 


=2| 4) (क्यों?) 


3 4 
| 4 
3 3 3 
यहाँ हमने क्षेतिज पट्टियाँ ली हैं जैसा कि आकृति 8.9 में Y’ 
दर्शाया गया है। आकृति 8.9 
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विकल्पतः क्षेत्र A084 का क्षेत्रफल प्राप्त करने »_ Y 
के लिए हम 7७ जेसी ऊर्ध्वांधर पट्टियाँ ले सकते 
हैं जैसा कि आकृति 8.]0 में दर्शाया गया है। इसके A 
लिए हम समीकरणों =) एवं =4 को हल करते 
हैं जिससे = -2 एवं + = 2 प्राप्त होता है। र 





इस प्रकार क्षेत्र A084 को वक्रों ) = %*, ५ =4 एवं >. 
कोटियों «= -2 तथा «= 2 से घिरा क्षेत्र परिभाषित 
किया जा सकता है। Y’ 
इसलिए क्षेत्र A0B4 का क्षेत्रफल आकृति 8.0 


= | [५ = (बिंदु का » निर्देशांक - बिंदु ? का } निर्देशांक) = 4-५2 


= 2[ [4 वकि कि (क्यों?) 


3 2 
=| | क 2| 4: 2 न 
3 | 3| 3 


टिप्पणी उपरोक्त उदाहरणों से यह निष्कर्ष निकलता है कि किसी क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए 
हम ऊर्ध्वाधर अथवा क्षेतिज पट्टियों में से किसी को भी ले सकते हैं। इससे आगे हम इन दोनों पट्टियों 
में से किसी एक को चर्चा करेंगे, ऊर्ध्वाधर पट्टियों को सामान्यतः अधिक प्राथमिकता दी जाएगी। 


उदाहरण 4 प्रथम चतुर्थांश में वृत्त ५? +? = 32, रेखा 
५२%, एवं >-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


हल दिए हुए समीकरण हैं: 


y=x .()) 

और x+y’ = 32 (2) 4 
समीकरण (]) तथा (2) को हल करने पर हम पाते 
हैं कि दिया हुआ वृत्त एवं दी हुई रेखा एक दूसरे को प्रथम 
चतुर्थांश में 8(4,4) पर मिलते हैं (आकृति 8.।।)। »-अक्ष 

के ऊपर BM लम्ब खींचिए। 

इसलिए, अभीष्ट क्षेत्रफल =क्षेत्र0BM0 का क्षेत्रफल Y’ 

+ क्षेत्र BMASB का क्षेत्रफल आकृति 8.77 
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अब, क्षेत्र 030४0 का क्षेत्रफल 
= [2 dx = | dx = sb | = 8 ... (3) 


पुनः क्षेत्र BMASB का क्षेत्रफल 


-- [ys के | मन 22 क 


4 


! 30+! 5 
=|xN32-x°+—x32%xsin! 
2 2 


| 


= [2 4४2 0 + > x 32 x sin | ~ € २32-6-- > x 32 x sin जो 
- 8 7 - (8 + 4470) 4-8 ... (4) 


समीकरण (3) एवं (4) का योगफल ज्ञात करने पर हम अभीष्ट क्षेत्रफल ^ = 47 पाते हें। 


2 2 


उदाहरण 5 दीर्घवृत्त “5--- "4 एवं कोटियों ४-0 और ४ = ९, से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
a 
कीजिए, जहाँ ४? = ८2 (] - ८2 एवं 2<] है । 


हल क्षेत्र BOB'RFSB का अभीष्ट क्षेत्रफल दिए हुए दीर्घवृत्त एवं रेखाओं += 0 तथा «= ८८ से घिरा 
हुआ है (आकृति 8.2)। 


ध्यान दीजिए कि क्षेत्र BOB’RFSB का क्षेत्रफल 


2] उक = 22 १ र, —x°dx 
qo 


Dbl x a . x १ है 
—— ne a" स् क” सु छा न 
a 


a | 2 0 

2b , _ 

57 |ae ya? ae a’ —a°e’ +a’ sin’ ८ 
a 

ab वीट —e° +sin! ८ आकृति 8.72 
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| प्रश्नावली 8.7 | 


।. वक्र)? = ‰, रेखाओं = ।, = 4 एवं +-अक्ष से धिरे क्षेत्र का प्रथम पाद में क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 
2. प्रथम चतुर्थांश में वक्र )?= 9%, ४5 2, ४-4 एवं +-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 
3. प्रथम चतुर्थांश में + = 49, = 2, = 4 एवं )-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


2 2 
4. दीर्घवृत्त ण + - | से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


2 2 
5. दीर्घवृत्त ट ल -] से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


6. प्रथम चतुर्थांश में वृत्त ++)? = 4, रेखा «= /3 ) एवं «-अक्ष द्वारा घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात 
कोजिए। 


Ad 


7. छेदक रेखा *= [नृ डरा वृत्त ४2 +$? = ८? के छोटे भाग का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

8. यदि वक्र + =)? एवं रेखा «= 4 से घिरा हुआ क्षेत्रफल रेखा %=८ द्वारा दो बराबर भागों में 
विभाजित होता है तो ८ का मान ज्ञात कीजिए। 

9. परवलय = %? एवं ) = || से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कौजिए। 


0. वक्र ४? = 4) एवं रेखा «= 4५-2 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
|. वक्र = 4% एवं रेखा ४-3 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


प्रश्‍न ।2 एवं ]3 में सही उत्तर का चयन कीजिए: 
।2. प्रथम चतुर्थांश में वृत्त +? +५? = 4 एवं रेखाओं + = 0, ४ = 2 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल हे: 


(A) 7 BN (©) 5 के 


2 3 य 4 

3. वक्र )? = 4%, ५-अक्ष एवं रेखा ) = 3 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल हैः 
A) 2 3) ~ ०) ~ D) 2 
(A) (8) ]. (ण. (0) 5 


8.3 दो वक्रो के मध्यवर्ती क्षेत्र का क्षेत्रफल (Area Between Two Curves) 


लैबनिजञ की चेतना एवं अंतर्ज्ञान की सच्चाई के फलस्वरूप किसी क्षेत्र को प्रारंभिक क्षेत्रफल की बृहत्‌ 
संख्या में पट्टियाँ काटकर और इन प्रारंभिक क्षेत्रफलों का योगफल ज्ञात कर, क्षेत्रफल के परिकलन 
को क्रिया समाकलन कहलाती है। कल्पना कीजिए, हमें दो वक्र ) = /(%) और ) = ४ ७) दिए हुए 
हैं जहाँ [८,७]में (४) > ४) जैसा कि आकृति 8.।3 में दर्शाया गया है। दिए हुए वक्रों के समीकरण 
से » का उभयनिष्ठ मान लेते हुए इन दोनों वक्रों के प्रतिच्छेदक बिंदु «= ८ तथा += ४ द्वारा देय हैं। 
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समाकलन के सूत्र का स्थापन करने के लिए प्रारंभिक क्षेत्रफल को ऊर्ध्वाधर पट्टियों के रूप 
में लेना सुविधाजनक है। जैसा कि आकृति 8.3 में दर्शाया गया हे। प्रारंभिक पट्टी की ऊँचाई 
£) - ४ (४ एवं चौडाई कः है, इसलिए प्रारंभिक क्षेत्रफल 





Y’ आकृति 8.3 


dA = [f() - ए()] क तथा कुल क्षेत्रफल ^ = | १4) —g(x)]dx 
विकल्पतः 
A = [वक्र = † (2), «-अक्ष तथा रेखाओं +४ = ०,४ = / से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल] 
- [वक्र = ¢ (0, *-अक्ष एवं रेखाओं + = ०, ४ = ७ से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल] 


b b b > में 
= |, (0%-| 20% = | [(0)-820)]% जहाँ [८, ७] में /(0 > & (0 


यदि [6, ८] में £) > ९ (४) तथा [८, छ] में / (0) < ६ (2) जहाँ 4 < ० < जेसा कि 
आकृति 8.4 में दर्शाया गया हे, तो वक्रों से घिरे क्षेत्रों का क्षेत्रफल निम्नलिखित प्रकार लिखा जा 
सकता हे : 

क्षेत्रफल > क्षेत्र ७0.37)» का क्षेत्रफल + क्षेत्र BPRQB का क्षेत्रफल 


= | [/00-200]%+] [8(00-/(0०]% 


7४ (४) 





क” आकृति 8.4 
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उदाहरण 6 दो परवलयों ) = +? एवं )? = » से घिरे क्षेत्र 


का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल जैसा कि आकृति 8.।5 में दर्शाया गया है, इन दोनों 
परवलयों के प्रतिच्छेदक बिंदु 0 (0, 0) एवं ५» (], ) है। * 
यहाँ +? = अथवा ॥ = / = /() और ) = + = ६ (0, 
जहाँ [0, ]] में /(0 > ९ (2) है। 





इसलिए छायांकित क्षेत्र का अभीष्ट क्षेत्रफल रा 
वी [[॥७७-४००]क आकृति 8.75 
का 23 | 2 । 
_ >> त enti PENH Re 
— [| xX | 5 | >> र र 


उदाहरण 7 >-अक्ष के ऊपर तथा वृत्त १2-- ५? = 8% एवं परवलय ५? = 4% के मध्यवर्ती क्षेत्र का 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल वृत्त का दिया हुआ समीकरण +? +)? = 8%, ((-4)?+ ४ - 6 के रूप में अभिव्यक्त किया 


जा सकता है। इस वृत्त का केंद्र बिंदु (4, 0) है तथा त्रिज्या 4 इकाई है। परवलय )? = 4% के साथ 
इसके प्रतिच्छेद से प्राप्त होता हे : 


x + 4 ८ 8x 
अथवा x - 4.00 
अथवा ४ (४-4) ८ 0 
अथवा ४ ८ (), = 4 


इस प्रकार इन दो वक्रो के प्रतिच्छेद बिंदु 0(0, 0) 
एवं »-अक्ष से ऊपर P(4.4) हैं। | 
आकृति 8.6 से »-अक्ष से उपर इन दोनों वक्रों के मध्य र 
सम्मिलित क्षेत्र 02000 का क्षेत्रफल 
= (क्षेत्र 00700 का क्षेत्रफल) + (क्षेत्र P८QP का क्षेत्रफल) 


= | हि ydx + | , ydx 


= 2| Nrds+ [४१4९-७४-4२ -(४»-4) & (क्यों?) आकृति 8.6 
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2 3] 4 | 
09 न +] 42-6 ४4, जहा ५-4 
0 0 


4 
2 I 
+ | (42-४2 + उ 4200 cin द 


0 


3 ग 4 
= -- xX 0+ xX 4° x sin] |= र +|0+8%- |= र +477 = —(8+3m) 

3 ४. 2 3 2| 3 3 

उदाहरण 8 आकृति 8.7 में A084 प्रथम चतुर्थांश में दीर्घवृत्त 9५2 +५? - 36 का एक भाग हे 
जिसमें 0^ = 2 इकाई तथा 08 = 6 इकाई है। लघु चाप ५] एवं जीवा AB के मध्यवर्ती क्षेत्र का 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल दीर्घवृत्त का दिया हुआ समीकरण 9%? + )? = 36, अर्थात्‌ 


Y 


a 2 2 2 
* > - अथवा *_+*_=के रूप में अभिव्यक्त किया जा 
4 36 2” 6 


सकता है और इसलिए इसका आकार आकृति 8..7 में दिए हुए आकार 
जैसा है। क्छ 


इसके अनुसार, जीवा ^B का समीकरण है: 


\ $ (2, 0) >. 








6-0 
- "८ x—2 
y—0 0-2 ( ) 
थवा 3 Y’ 
र )=- ० (2) आकृति 8.7 
अथवा y=—3x+6 
आकृति 8.।7 में दर्शाये छायांकित क्षेत्र का क्षेत्रफल 
2 2 त्ता 
| ४4-+47-[., (6-3-04% (क्यों?) 


2 


2 2 2 
उन ती ८ त 
2 र, > पी 


3 E x 0+ 2sin 0) — | 2 ड =3xX 2x र. —-0O=3T-—-6 
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उदाहरण 9 समाकलन का उपयोग करते हुए एक ऐसे Y 
त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (।, 0), 
(2, 2) एवं (3, ]) हैं। 


हल मान लीजिए ^ (], 0), 3 (2, 2) एवं € (3, ]) त्रिभुज 
ABC के शीर्ष हैं (आकृति 8.8) 

५ ABC का क्षेत्रफल = ^ ABD का क्षेत्रफल + समलंब LB 
चतुर्भुज BDEC का क्षेत्रफल - ^ AEC का क्षेत्रफल 
अब भुजाएँ AB, 80! एवं C4 के समीकरण क्रमशः द आकृति 8.8 





: € (3, ॥) 






AM,ODD E 


I ड 
y=2@-—),y=4-x,y= 2 (x— ]) हें | 
अतः ^ ABC का क्षेत्रफल 


—] 
~ [20-)क+ [,((-0क-[, क 
2 2 gD i [% 3 
25+] (4-5 नसि 
ग्र ] 2b 2४४ ] 
2 32 2 
9 ($ शन) + | -3 |[*०-३ || 
2 2 2 र 
IR3. ] 3 
_ - ||] = ठ | भेण =: 
sss 


उदाहरण 70 दो वृत्तों ++? =4 एवं (४-2)? +)? - 4 के मध्यवर्ती क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


हल दिए हुए वृत्तों के समीकरण हैं: 
x + ४ ८5 4 ... () 
और (४- 2)2--)2- 4 ... (2) 
समीकरण (]) ऐसा वृत्त है जिसका केंद्र मूल बिंदु 0 पर है ओर जिसकी त्रिज्या 2 इकाई है। 
समीकरण (2) एक ऐसा वृत्त है जिसका केंद्र ((2, 0) है और जिसको त्रिज्या 2 इकाई हे । 
समीकरण (]) और (2) को हल करने पर हम पाते हें: 
(४-2) + / =x + ४ 
अथवा x —Ax+4+y =x + ४ 
अथवा = | जिससे = +3 प्राप्त होता हे । 


209-20 


388 गणित 


अतः दिए हुए वृत्तो के प्रतिच्छेदन बिंदु A(।, /3) और 
५/(], - 3 ) हे, जैसा आकृति 8.9 में दर्शाया गया है। 

वृत्तों के मध्यवर्ती क्षेत्र 0ACA'0 का अभीष्ट 

क्षेत्रफल = 2 [क्षेत्र 000७0 का क्षेत्रफल] (क्यों?) 


= 2 [क्षेत्र 0DA0 का क्षेत्रफल + क्षेत्र DCAD का 
क्षेत्रफल] 


यौ | | ydx + | y a] 





आकृति 8.9 


2 | न 4-(४-2) d+ | हि ४4-+क | (क्यों?) 
] 

2 टि (५-2)/4-(:-2)0 +7248 “50 | + 
0 





2 
2 हि 24-72 + Lo न 
हे 2 2 | 
] 2 
दा वि 2) 4 NE)? —(x—2)’ +4sin™ (=) Fi सपन —x°’ +4sin™! > 
0 ] 


v3 +4sin™! =) ड RT) + ES I-y3-4sin™ | 


कै ——+ य्य) | 27 - ८ — 


का १) 


Tt Tt 

२ AxX— |+ 49< Ax -- - 0 ० क 

| || 
ST 
3 
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| प्रशनावली 8.2 | 


परवलय +? = 4 और वृत्त 4४? + 4)? = 9 के मध्यवर्ती क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
वक्रों (८ - ])? + 2 = ] एवं +? + ? = से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

वक्रों) = ४? + 2, =, ४८ 0 एवं ४ = 3 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
समाकलन का उपयोग करते हुए एक ऐसे त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष 
(-], 0), (!,3) एवं (3, 2) हैं। 

5. समाकलन का उपयोग करते हुए एक ऐसे त्रिकोणीय क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी 
भुजाओं के समीकरण = 2४+ ।, )=3%+ | एवं += 4 हैं। 


pe ही. 


प्रश्‍न 6 एवं 7 में सही उत्तर का चयन कीजिए; 
6. वृत्त ॥८--)०-4 एवं रेखा ++ = 2 से घिरे छोटे भाग का क्षेत्रफल हे: 
(A) 2 (77 - 2) (3) 7-2 (C) 2m - | (D) 2 (४7 + 2) 
7. वक्रों ५? = 4४ एवं ५ = 25 के मध्यवर्ती क्षेत्र का क्षेत्रफल हैः 


2 ] ] 3 
(A) 3 (B) 3 (C) ह (D) 4 
विविध उदाहरण 


उदाहरण 77 परवलय ५? = 4८४ और उसके नाभिलंब से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


हल आकृति 8.20 से, परवलय ५? = 46% का शीर्ष मूल बिंदु पर है। नाभिलंब जीवा [.5/ का 


समीकरण + = ८ है। दिया हुआ परवलय %-अक्ष के परितः Y ‘a. 
सममित है। 
क्षेत्र 0/0 का अभीष्ट क्षेत्रफल = 2 (क्षेत्र OLSO 
का क्षेत्रफल) 


2| ५ ydx = 2 |, J4ax dx 


2x2 Na | Nxdx 
0 





L I 


gl Br त 
= 4 ><-- 2 = a 42 == (| 


आकृति 8.20 
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उदाहरण ॥2 रेखा » = 3:+ 2, >-अक्ष एवं कोटियो 
४ -<-] एवं ४८ से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


हल जैसा कि आकृति 8.2 में दर्शाया गया है, रेखा 


कि, 
५=3*+2,*-अक्ष को + = EE मिलती है और 


xE (- l, ड] के लिए इसका आलेख +-अक्ष के नीचे है 





Ro) 
तथा *€ | > | के लिए इसका आलेख +-अक्ष से 


ऊपर है। आकृति 8.27 
अभीष्ट क्षेत्रफल =क्षेत्र ACBA का क्षेत्रफल + क्षेत्र ADEA का क्षेत्रफल 


—2 
_ | 3 (3x+2)dx 





l 3 
+ | है (3x+2)dx 
3 


|| 
कण" 
| 3 
> 
एड 
+ 
(> 
> 
| अक आ | 
७3 
+ 
ल्क |] 
3 
| ५ 
+ 
(> 
> 
ता 
|| 
rm 
+ 
b> 
(॥ 
|| 
rm 
Mos 


उदाहरण 3 ४ = 0.एवं # = 27 के मध्य वक्र 
५ = ८०७+ से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 


हल आकृति 8.22 से, अभीष्ट क्षेत्रफल 
= क्षेत्र 00830 का क्षेत्रफल + क्षेत्र BCDB का 
क्षेत्रफल + क्षेत्र DEFD का क्षेत्रफल 





इसलिए अभीष्ट क्षेत्रफल 


आकृति 8.22 


3r 
2 
| cos xdx 
Tt 
2 
37 


Tt 


| i cos xdx + 


297 
+ | cos xdx 
ह 


2 








Tt 


| sin X | हि + 


| ळर 
[sin x] हि 
2 


, 2T 
+ fsinx], =I+2+I=4 
छ 








209-20 


समाकलनों के अनुप्रयोग 39] 


उदाहरण ]4 सिद्ध कीजिए कि वक्र १०-45 एवं +? = 4), रेखाओं Y | 
४< 0, ४54, ५5 4 एवं » 5 0 से घिरे वर्ग के क्षेत्रफल को तीन गर 
बराबर भागों में विभाजित करते हैं। 


हल ध्यान दीजिए कि परवलयों ५? = 4% एवं +? = 4) के प्रतिच्छेद 24 | 
बिंदु (0,0) एवं (4,4) हैं जैसा कि आकृति 8.23 में दर्शाया गया है। € ठ 
अब कक्रों = 4% एवं % = 4) से घिरे क्षेत्र 0,030 का 





क्षेत्रफल ४' आकृति 8.23 
2 कः 5३४ 
न AE _ 2२ नह 
0 4 3 [2 
0 
32 [6 I6 
नर 0) 


पुनः वक्रो ४? = 4), ४ = 0, ४ = 4 एवं *-अक्ष से घिरे क्षेत्र 020५0 का क्षेत्रफल 

_ कथक , IF sl_l6 

= | dx = न | = 2) 
इसी प्रकार वक्र )?= 4%, ५-अक्ष, = 0 एवं = 4 से घिरे क्षेत्र 0307२0 का क्षेत्रफल 

)) [^ _ 4 ९ _ IF 3T_I6 

7 |, xdy = |, ह.) रा Fi | ० के 
समीकरणों (।), (2) तथा (3) से यह निष्कर्ष निकलता है कि 


क्षेत्र 20030 का क्षेत्रफल = क्षेत्र 020७0 का क्षेत्रफल = क्षेत्र 030२0 का क्षेत्रफल 
अर्थात्‌, परवलयों )? = 4% एवं ४?= 49 से घिरा क्षेत्रफल दिए हुए वर्ग के क्षेत्रफल को तीन बराबर भागों 
में विभाजित करता है। 


उदाहरण 35 क्षेत्र (& 9) :0 <) <» +],0<y)<*+।,0<*<2}का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


हल आइए सर्वप्रथम हम उस क्षेत्र का रेखाचित्र तैयार करें जिसका हमें क्षेत्रफल ज्ञात करना है। यह 
क्षेत्र निम्नलिखित क्षेत्रों का मध्यवती क्षेत्र है: 

A ={Q,y):0OsSysx +l} 

A,={x,y):OSyEx+]l} 
और A,={Q,y):0sxs2) 
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वक्रों = ४ + ] एवं = «+ | के प्रतिच्छेद बिंदु (0, ]) एवं 0(, 2) हैं। आकृति 8.24 से, 

अभीष्ट क्षेत्र, छायांकित क्षेत्र 0PQ$70 है जिसका क्षेत्रफल 
= क्षेत्र 0TQP0 का क्षेत्रफल + क्षेत्र TSRQT का क्षेत्रफल 


— [0 +Dar+| Cd (क्यों?) 
0 ] र 
जत नयी + ——ज+जX 
| 3 | 0 | 2 | ] 
देय "० +[०+०-(%) __ 23 
3 ps 6 


अध्याय 8 पर विविध: प्रश्नावली 


।. दिए हुए वक्रों एवं रेखाओं से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए: 
(0) y=%;*=],*=2 एवं >-अक्ष 
(i) y=x~;,*x=],*=5 एवं >-अक्ष 
2. वक्रों = ४ एवं ५ = +? के मध्यवर्ती क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
प्रथम चतुर्थांश में सम्मिलित एवं) = 4%, «= 0, = । तथा = 4 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल 
ज्ञात कोजिए। 


५ = |*+3| का ग्राफ़ खींचिए एवं | हर |४+ 3|4* का मान ज्ञात कीजिए। 


४< 0 एवं ४ = 27 तथा वक्र ) = $० + से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
. परवलय )? = 44% एवं रेखा » = से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
; परवलय 49 = 3४? एवं रेखा 2) = 3% + ।2 से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 





आकृति 8.24 


न 


Nps 


2 2 
8. दीर्घवृत्त ह गी प -[] एवं रेखा ड + =। से घिरे लघु क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
फर Xx 9 
9. दौर्घवृत्त तरच । एवं रेखा OE । से घिरे लघु क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

।0. परवलय +? = ), रेखा ५ = 5 + 2 एवं «-अक्ष से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

।।. समाकलन विधि का उपयोग करते हुए वक्र |*|+|+|= से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 
[संकेत : आवश्यक क्षेत्र, रेखाओं + + कव हचक. कक ऐकव अ ysl 
से घिरा हे] 

॥2. चक्रों ((६, 9) : 9 2» तथा ) = || } से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

॥3. समाकलन विधि का उपयोग करते हुए एक ऐसे त्रिभुज ABC, का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके 
शीर्षों के निर्देशांक ^(2, 0), 8 (4, 5) एवं € (6, 3) हैं। 
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॥4. समाकलन विधि का उपयोग करते हुए, रेखाओं 2%+ ) = 4, 34-29-6 एवं४- 39+ 550 
से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कोजिए। 

5. क्षेत्र (७, ४१) : १? < 4%, 4%? + 49? < 9) का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

6 से 20 तक प्रश्नों में सही उत्तर का चयन कीजिए: 

॥6. वक्र ) = %, +-अक्ष एवं कोटियों ५= -2, « = | से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल हे: 


-5 I5 I7 

(A) -9 त ८... शो (0) यु 
॥7. वक्र=+।|४।,+-अक्ष एवं कोटियों ५ = - | तथा « = | से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल हैः 

| त 2 4 

(A) 0 (B) 3 ((..) 3 (D) 3 


[संकेत : ) = +? यदि +> 0 एवं ५ = - +? यदि + < 0] 
॥8. क्षेत्र )? > 67 और वृत्त +? + ५? = 6 में सम्मिलित क्षेत्र का क्षेत्रफल हैः 


(A) हर (4-3) (8) न (47--3) (C) न (80-२3) (9) : (8+ ४3) 


9. +५-अक्ष,)=८०७*एवं y= sinx, 05% < a से घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल हे: 
(A) 2(N2-]) (39) J2-] (©) VEN (D) 2 
सारांश 
वक्र) = /(2), *-अक्ष एवं रेखाओं «= ८ तथा *= / (८ > ०) से घिरे क्षेत्र के क्षेत्रफल का 
b b 
सूत्र : क्षेत्रफल = | ydx = | f(x)dx है। 
& वक्र ४50 0), -अक्ष एवं रेखाओं = ८, = ० से घिरे क्षेत्र के क्षेत्रफल का सूत्र: 
क्षेत्रफल = | ४d) = 0 (4) है । 


& दो वक्रों )=/(2), ५ = ९ ७) एवं रेखाएँ + = ०, ५ = के मध्य घिरे क्षेत्र का क्षेत्रफल 
निम्नलिखित सूत्र द्वारा देय है? 


क्षेत्रफल = | [/(0-2(0]० , जहाँ [८, ७] में /(0 > § (9 


* यदि [०,८] में /()> ४ (४) एवं [८,४]में {() < 2(४ , <८ <, तो हम क्षेत्रफल 
को निम्नलिखित प्रकार से लिखते हैं: 


क्षेत्रफल = | [/(0-800]#८+ | [200-/00]# 
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ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


समाकलन गणित का प्रारंभ गणित के प्रारंभिक विकास काल से ही हुआ हे। यह प्राचीन यूनानी 
गणिततज्ञों द्वारा विकसित निःशेषता विधि पर आधारित है। इस विधि का प्रारंभ समतलीय 
आकृतियों के क्षेत्रफल और ठोस वस्तुओं के आयतन की गणना से हुआ। इस तरह से निःशेषता 
विधि, समाकलन विधि की प्रारंभिक स्थिति के रूप में समझी जा सकती है। नि:शेषता विधि 
का सर्वोत्कृष्ट विकास प्रारंभिक काल में यूडोक्स (£4०४।५ (440 ई. पू.) और आर्किमिडीज 
(Archimedes (300 ई. पू.) के कार्यों से प्राप्त हुआ है। 

कलन के सिद्धांत का क्रमबद्ध विकास ईसा के पश्चात्‌ 7वीं शताब्दी में हुआ। सन्‌ 665 
में न्यूटन ने कलन पर अपना कार्य प्रवाहन सिद्धांत (Th€07४ ० £७४।०॥) के रूप में प्रारंभ किया। 
उन्होंने इस सिद्धांत का प्रयोग वक्र के किसी बिंदु पर स्पर्शी और वक्रता-त्रिज्या ज्ञात करने में 
किया। न्यूटन ने व्युत्क्रम फलन की धारणा से परिचय कराया और इसको प्रतिअवकलज 
(अनिश्चित समाकलन) या स्पर्शियों की व्युत्क्रम विधि (Inverse Method of tangents) का 
नामकरण किया। 

684-86, के बीच में लेवनिज (].९07/2) ने एक प्रपत्र एकटा इरोडिटोरियम (५८ 
Eruditorum) में प्रकाशित किया और इसे कैलक्यूलस सम्मैटोरियस (Calculous Summatorius) 
नाम दिया, क्योंकि यह अनंत छोटे क्षेत्रफलों के योगफल से संबंधित था, वहीं पर उन्होंने इसे 
योगफल के प्रतीक “| द्वारा व्यक्त किया। सन्‌ ।696 ई. में उन्होंने जे. बरनौली (].B९7n0४]];) 
के सुझाव को मानकर अपने प्रपत्र को कलक्यूलस इंटेग्राली (C॥।८४।५५ Int€९7॥];) नाम में 
परिवर्तित कर दिया। यह न्यूटन द्वारा स्मर्शियों की व्युत्क्रम विधि के संगत था। 

न्यूटन और लैवनिज दोनों ने पूर्णतः स्वतंत्र मार्ग अपनाया जो मूलतः भिन्न थे। तथापि उन दोनों 
के सिद्धांतों के संगत प्रतिफल तत्सम पाए गए। लैवनिज ने निश्‍चित समाकलन की धारणा का 
प्रयोग किया। 
यह निश्चित है कि उन्होंने ही सर्वप्रथम प्रतिअवकलज और निश्चित समाकलन के बीच के 
संबंध को स्पष्टतया सराहा। 

निष्कर्ष यह है कि समाकलन गणित के आधारभूत धारणाओं, सिद्धांतों तथा अवकलन गणित 
से इसके प्रारंभिक संबंधों का विकास पी.डी. फर्मा, न्यूटन, और लैवनिज के कार्या द्वारा [7वीं 
शताब्दी के अंत में हुआ। तथापि इसका औचित्य, सीमा की संकल्पना के आधार पर ।9वीं 
शताब्दी के प्रारंभ में ए.एल.कोशी (^.।.८॥४८॥५) के द्वारा किया गया। अंत में ली सोफी 
(Lie Sophie) का निम्नलिखित उद्धरण वर्णनीय ता may be said that the conceptions 
of differential quotient and integral which ॥ their origin certainly 20 back to 
Archimedes were introduced In Science by the investigations of Kepler, Descartes, 


Cavalieri, Fermat and Wallis... The discovery that differentiation and integration 
are Inverse operations belongs to Newton and Leibnitz". 


पावा + पक्व, 
९ 
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